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Kylie Ravera nous raconte leurs aventures.

La matrice désespérante
Sitét le cours de mathématigues du professeur éthiinné, les éléves quittent la salle de
classe dans un brouhaha qui se translate noncha&lainem direction de la cantine.
La palette de porc a la diable accompagnée deitsta ¢houx de Bruxelles suscite chez Béta
a peu pres le méme enthousiasme que la lecon @llagwient d’assister.
— Ce n’est décidément pas mon jour, soupire-t-ilcensidérant d’'un regard morne le
bourgeon verdatre qui, bien que planté sur sa lfetire, semble le narguer avec insolence.
Encore un cours de Phi auquel je n’ai rien comptispaintenant... ca.
Assise en face de lui, Epsilon a adopté une ad#iplds positive.
— Je I'ai trouvé plutét intéressant, ce cours &spérance mathématique.
— Je ne vois pas ce que I'espérance et les mathigreatpeuvent avoir en commun, grogne
Béta.
Epsilon, qui a envie de faire partager a son catieatas beautés de sa matiére préférée,
décide alors de miser sur son coté joueur. Ellewswr piéce d’'un brouzouf de sa poche.
— Supposons gue je sois un casino, dit-elle. Meilggu que je te propose : tu vas miser une
certaine somme et je vais lancer la piece. Siteligbe sur pile, tu gagnes 2 brouzoufs et le
jeu s’arréte. Si elle tombe sur face, je la relarfee : tu gagnes 4 brouzoufs. Face : je

relance. Pile : tu gagnes 8 brouzoufs. Face jacelalu as compris : si le premier pile tombe



au n-ieme coup, tu gagneSktouzoufs et le jeu se termine. Alors ? Tu accejgede jouer
avec moi ?

Béta a fronceé les sourcils.

— Ca dépend de la mise initiale, répond-il prudemm®i je comprends bien, mon gain sera
de 2' moins ma mise. Si ce chiffre est négatif, ce semperte.

— Combien es-tu prét a miser par tirage ?

Béta hausse les épaules.

— Je dirais, a vue de nez, pas plus de 10 brouz8irfen, je ne gagnerai jamais.

Epsilon sourit.

— Eh bien un petit calcul d’espérance montre justgngue tu aurais intérét a jouer a ce jeu
guelle que soit la mise demandée ! A supposer, $lienque mon casino ait des ressources
infinies...

Et vous, cher lecteur, sauriez-vous démontrer tange résultat ?

— D’accord, reconnait Béta aprés les explicatioti&psilon, jadmets que c’est assez...
étonnant.

— Et j'ai encore mieux !, continue Epsilon sur aadée. Imaginons a présent un jeu basé sur
une succession de paris dont les regles seragestigantes : pour mon premier pari, je lance
une piece ; si j'obtiens un pile, je perds un boufz Si j'obtiens un face, je relance la piéce.
Un face au coup suivant me fait gagner 3 brouzadufispile : personne ne perd, personne ne
gagne. Dans les deux cas, c’est la fin dypari. De la méme facon, jimagine 18" pari : si
jobtiens face puis pile, je perds 4 brouzoufs.j'8btiens face, face et pile, je gagne 9
brouzoufs. Dans tous les autres cas, je ne pende gagne rien. Mon nieme pari pour n>=2

sera le suivant : si j'obtiens (n-1) faces puispile, je perds 3*+ 1 brouzoufs. Si jobtiens n

'on rappelle que I'espérance d’'une variable aléagaiiscrete X prenant la valeuravec la probabilité pest donnée par

n . 7 . . .
E(X) = zi:l X P; . Un jeu avec une espérance strictement positivgaggmant pour le joueur.



faces puis un pile, je gagné Brouzoufs. Cela revient en fait & parier sur lenbce de face
gue j'obtiens avant d’avoir un pile. La questioh es

— Attends, gémit Béta, je ne suis plus rien !

Epsilon sort alors un papier et un crayon de soresaommence a griffonner :

— Le plus simple, c’est de visualiser ces parissdadorme d’une matrice infinie, explique-t-

elle.

Tirage : Tirage : Tirage : Tirage :

Gain Tirage : P Tirage : FP
(n-1)FP nFP (n+1)FP

Pari 1 -1 3 0 0 0 0

Pari 2 0 -4 9 0 0 0

0 0 0 0 0 0

Pari (n) 0 0 0 -(3"™+1) 3 0
Pari (n+1) 0 0 0 0 (3+1) 311

0 0 0 0 0 0

— C’est vrai que c’est beaucoup plus clair, faitaB&ur un ton sarcastique. Et alors ?

— Alors, poursuit Epsilon, on arrive a une bizageassez surprenante si on calcule d’'une
part les espérances de chacun des paris de fadépeindante et qu'on regarde ensuite
I'espérance globale de 'ensemble des paris.

A votre avis, cher lecteur, quelle est cette bigaer dont parle Epsilon ?Indice : on calcule
aisément que la probabilité de sortir (n-1)FP estld?’

— Qu’est-ce que tu dis de ¢a ?, demande Epsilogéta 8/ec un sourire rayonnant.

— J'en dis... que tu es vraiment désespérante, derdernde soupirer ce dernier.



Solution

Le premier probleme illustre le paradoxe dit dd*8tersburg. L'espérance de gain est en effet

E=>"xp=>.2" ><2—1i = ZL% = . Ce résultat signifie que quelle que soit la mise,

joueur a intérét a jouer : il finira par étre gagind.'histoire ne dit cependant pas quand... Ni
si le joueur aura & ce moment-la encore de quaennisi le casino les moyens de le payer !
Ce résultat peut paraitre paradoxal car il expifaersion au risque du joueur : personne
n'accepte de miser trop gros méme pour gagner bepuc

Le 2™ probléme illustre le fait suivant : accepter usemnble de paris gagnants ne conduit
pas nécessairement a un pari gagnant ! En effarta de la matrice des gains, calculons la
matrice des espérances (matrice infinie de Monnier)

Espérance
Espérance Tirage : Tirage : . Tirage:
Tirage : P du pari
de Gain FP FFP (n+1)FP
élémentaire

Pari 1 a0

Pari 2 18

] -(3™+1)/
Pari (n) 32

on (3[1—1_2)/21+1

. 31/
Pari (n+1) Q1 o2

2n+1 (3n_2)/2n+2

Calcul de
I'espérance
du pari

global

On se rend compte que I'espérance de chaque phvidunel (somme des éléments d’une

ligne) est positive : il est donc gagnant. En reven 'espérance globale prenant en compte



tous les paris (somme de la somme des élémenthatpi€ colonne) est négative : le pari

groupé est perdant !

La matrice de Monnier a ceci de particulier queséanme des éléments de ses lignes est
positive alors que la somme des éléments de sesrmas est négative. Cela n'est possible
gue parce que I'on traite de matrices infinies &ldtes matrices conduisant a d’'autres régles
de paris qui ménent au méme genre de résultat peéte construites sur la base de cette
constatation.

Ce paradoxe est détaillé dans « Les inattendutémmttiques » de Jean-Paul Delahaye,

éditions Belin.



